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Ne se zadtete do této podkapitoly, pfipomefite si definici 3. 12 rostouct, klesajici, neros-
touci a neklesajici funkce na mnoZing M. Ujasnéte si také rozdil mezi monotonii a ryzi
monotonii.

V kapitole 3 jsme si ukdzali par jednoduchych piikladiéi na uréovani intervald ryzi
monotonie dané funkce. VyuZivali jsme k tomu znalost definice. Postup ovéfovani mono-
tonie pouze na zéklad& definice vSak miZe byt velmi pracny. Nyni si ukdZeme efektivn&jsi
zpiisob, kdy o monotonii dané funkce na urditém intervalu rozhodneme na zdklad€ znalosti
znaménka prvni derivace funkce na tomto intervalu.

V.42.4..| Véta 9.1. Nechs funkce f md na intervalu (a, b), a, b € R*, derivaci.
Je-li

i) f'(x) > 0 pro kaZdé x € (a, b), pak je f rostoucina (a,b).

i) f'(x) = 0 pro kaZdé x € (a, b), pak je f neklesajici na (a, b).
‘ iii) f(x) < 0 pro kaZdé x € (a, b), pak je f klesajici na (a, b).

iv) f'(x) £ 0 pro kaZdé x € (a, b), pak je f nerostouci na (a, b).
L v) f'(x) = 0 pro kaZdé x € (a, b), pak je f konstantni na (a, b).

Diikaz. Uvedeme ditkaz prvnfho tvrzeni. Pfedpoklddejme, Ze plati f (x) > 0 pro kazdé
x € (a, b). Zvolme libovolné Cisla xp, x2 € (a, b) takova, Ze x1 < x3. Vzhledem k definici
rostouci funkce 3.12 potfebujeme dokazat, Ze f(x1) < f(x2).

UvaZujme nyni interval (x;, x2). Pak podle Lagrangeovy véty 8.7 existuje&islog € (x1, x2)

takové, Ze
f(x2) — fx1)

X2 — X1

'@ =

Cislo & konkrétng neznéme, ale vzhledem k predpokladu vime, Ze f’(§) > 0. ProtoZe je
jmenovatel pfedchoziho zlomku x2 — x3 kladny a cely zlomek je také kladny, musi byt
kladny i &itatel. Tedy f(x2) — f(x1) > 0, 4. f(x1) < f(x2). Dikazy dalsich tvrzeni véty
se provedou analogicky. O

@ Piiklad 9.2. UZitim predchozi véty dokaite, Ze funkce f, g, h jsou rostouci na svych
defini¢nich oborech:
a) f:y=¢", b) g: y = arctgx, c)h:y=Inx.

Resent.

a) D(f) = R, f'(x) = €. Plati, Ze ¢* > 0 pro kazdé x € R, tj. f'(x) > 0 pro kazdé
x € R. Funkce f je tedy rostouci na D(f).

b) D(g) =R, g'(x) = - - Platf, Ze 2 > Oprokazdé x € R, 1j. g'(x) > 0 pro kazdé
x € R. Funkce g je tedy rostouci na D(g). .

¢) D(h) = (0, 00), '(x) = L. Pro kazdé x € (0, 00) platf, ¢ + > 0, tj. K'(x) >
Funkce & je tedy rostouci na D(h). B
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Piiklad 9.3. Uréete maximaéln{ intervaly monotonie funkce f: y = —
X

Reseni. Monotonii zadané funkce jsme jiz jednou vySetfovali v kapitole 3 v pifkladg 3.13.
Vyuzili jsme definici rostouci a klesajici funkce. Pokusme se nyni vySetfit monotonii
funkce f na zaklad€ véty 9.1.

Defini¢nf obor D(f) = (—o0, 0) U (0, co). Prvni derivace flix) = —xl—z. Vidime, Ze
f'(x) < 0 prokazdé x € (—oo, 0) U (0, 00). Derivace je na celém D(f) zéporn4, presto
funkce f neni klesajicina D(f) (napf. probody —1, 1 plati —1 < 1,avsak f(=1) < f(),
coZ je ve sporu s definici klesajici funkce). Diivodem je skutednost, e D( f) nent interval.
Funkce f* je klesajici na intervalu (—oo, 0) a na intervalu (0, oo), ale neni klesajici na
D(f) = (=00, 0) U (0, o) (srovnej s piikladem 3.13). A

Poznamka 9.4.
1. Jak jsme vidéli v piiklad& 9.3, ve vét& 9.1 je podstatné, Ze funkce se uvaZuje na intervalu.

2. Uvédomte si, Ze tvrzeni ve v&t€ 9.1 jsou implikace. Plati: Je-li f/(x) > 0 pro kazdé
X € (a, b), pak je f rostouci na (a, b). Opa&né implikace viak neplati. Nen{ pravda,
Ze je-li f rostouci na (a, b), pak je f'(x) > 0 prokaZdé x € (a, b). Neplatnost opaéné
implikace ilustruje napf. funkce f(x) = x3 (je rostouci na R, ale v bod& x = 0 je
derivace nulova, nikoliv kladn4).

3. Vztah mezi monotonii dané funkce a znaménkem derivace si nejlépe uvédomite, kdyz
si nakreslite grafy jednoduchych funkef a jejich derivaci (napt. f(x) = x2, fx) =x3,
J(x) =sinx, f(x) =1nx,...) My si jako piiklad uvedme funkci trochu sloZit&j§{ —
viz obr. 9.1. Vidime, Ze derivace je na intervalu (—oo, 2) kladn4 (nad osou) a funkce je
na tomtéZ intervalu rostouci, derivace je na intervalu (2, 4) zéporni (leZi pod osou x)
a funkce je na tomto intervalu klesajici atd.

4. Maximdlnimi intervaly monotonie rozumime intervaly, které nejsou podmnoZinou né-
jakého ,,vétstho* intervalu, na kterém by byla dan4 funkce je3ts monoténni. Monoto-
nie funkce je definovdna (viz 3.12) pro libovolné intervaly (uzavené, polouzaviené,
oteviené), kdeZto ve v&t€ 9.1 se mluvi pouze o otevienych intervalech. P¥i hled4ni
maximdlnich intervald monotonie si tedy budeme vifmat i krajnich bodé pfislu$nych
intervald. JestliZe bude dan4 funkce v krajnim bod® intervalu spojitd, pak lze tento bod
zahrnout do pifslusného intervalu monotonie. Snadno se toti% oveH, e platf: Je-li f
Spojitd na (a, b) a rostouci (klesajici, neklesajici, nerostouci) na (a, b), je f rostouci
(klesajfci, neklesajici, nerostouct) na (a, b). Analogické tvrzen{ plati i pro polouzaviené
Intervaly.

Pfi uréovéni intervald monotonie funkce S uZitim véty 9.1 je tfeba umét najit intervaly,
M4 nichZ je funkce f’ kladnd, resp. zépornd. Jednou z moZnosti, jak k tomuto tkolu
pfistupovat, je vyfesit p¥slusnou nerovnici. Tuto moZnost jsme si uk4zali na predchozich
Jednoduchych piikladech, kde bylo vyfeSeni piisluiné nerovnice celkem snadné. Obecné
OvSem tento postup byva &asto zdlouhavy. Vyhodngjii byva pouziti Cauchyovy-Bolzanovy

Véty 8.1. v pfedchozi kapitole jsme se pomoci této véty naudili uréovat intervaly, na
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a) Graf funkce b) Graf jeji derivace
fx) =x%3 —3x2 + 8x flx)=x2—6x+38

Obr. 9.1: Vztah mezi funkci a jeji derivaci
nichZ je funkce f kladn4, resp. zdpornd. Nyni budeme postupovat obdobné, jen budeme

pracovat s funkci ' (prvni derivace funkce f) a hledat intervaly, na nich? je f’ kladn4,
resp. zaporna.

@ Pfiklad 9.5. Urcete maximalni intervaly ryz{ monotonie funkce f: y = x2e*.

Resent.

1. Nejprve uréime defini¢ni obor funkce f. JelikoZ exponencialni funkce i polynom jsou
definoviny na celé mnoZiné redlnych Cisel, je. D(f) = R.

2. Vypocteme derivaci funkce f a uréime jeji definiénf obor:

fl(x) =2xe" +x%" =¢* - 2x + x?), D(f) =R,

3. Ur¢ime intervaly, na nichZ je f’ kladn4, resp. zdporna.

a) Najdeme nulové body derivace, tj. fe§ime rovnici f/(x) = 0:
F)=06 e 241 =0 2x+2>=0 & x;=—-2, x, =0,
b) Defini¢ni obor D(f”) derivace rozdé&lime nulovymi body f’ na disjunktni intervaly:
(=00, -2), (=2,0), (0, 00).

¢) Vybereme z kaZdého intervalu jeden bod a uréime znaménko funkce f’ na tomto
intervalu. Napf. v intervalu (—oo, —2) zvolime bod —3, v intervalu (—2, 0) bod —1

B8




9.2 Lokdlni extrémy

Jestlize existuje prstencoveé okoli £(xo) bodu xg takové, Ze pro viechna x e P(x0) je ‘

Mé-1i funkce J v bodé€ xg lokdlni minimum, resp. lok4ln{ maximum, fikdme, e f ma
LYB0d8 x lokdlnt extrem,

fx) > J(x0), resp. f(x) < f(xo).m : | _

— AT
a v intervalu (0, co) bod 1.
3
. 1 — =
(~00.=2) 1 fB =35>0,
|
(=2,0 : fi(=1= o < 0,
(0, 00) : /(1) =3e > 0.
Tedy dle Cauchyovy-Bolzanovy véty je funkce f' (kterd je spojit4) kladn4 na intervalech
(=00, —2), (0, 00) a zéporn4 na intervalu (—2,0).
4. Intervaly monotonie. Podle vety 9.1 je funkce f rostouci na intervalu (=00, —2)ana
intervalu (0, co) a klesajici na intervalu (-2, 0).
Znaménka derivace a monotonii funkce f na pfislusnych intervalech miiZeme zakreslit
nad ¢iselnou osu nebo zapsat do tabulky:
. 7
B
' -2 0
Znaménko + nad intervalem (—oo, —2) zna&i, %e na tomto intervalu je derivace kladna
a 8ipka /' znaci, Ze je funkce f na tomto intervalu rostouci. Obdobn& minus zna&i
zapornou derivaci a \ klesajici funkci f-
_ a : —
_|[(50=D) [ (=2,0)| (0,00)
(— o —
Vi S N
e | |
I A I N B
5. Zé&vér: Funkce f je rostouci na intervalu (—00, —2) a na intervalu (0, 00) a klesajici
na intervalu (-2, 0) (vyuZili jsme toho, Ze funkce je v bodech —2 a 0 spojita). A
Vzhledem k tomu, %e ur&ovdni interval monotonie uzce souvisi s uréovanim lokalnich
extrém, dals feSené priklady budou zafazeny za oddil Lokaln{ extrémy.
9.2 Lokalni extrémy
Definice 9.6.—Rekneme,ga funkce f mé v bod& xo lokdlni minimim, resp. lokalna
Mmaximum, jestlize existuje okoli &(xy) bodu xqg takové, %e pro viechna x ¢ O(xp) je
F(1) 2 f(xo), resp. f(x) £ F(xo). 7
ekneme, 7e funkce f mé v bodg xq ostré lokdhii minimum;, Tesp. ostré lokdini maximum, | 5 < o
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Obr. 9.2

Tedy mé-li funkce f v bod€ x¢ lokélni minimum, znamena to, Ze v uréitém okoli
bodu x¢ neni mensf hodnota neZz f(xp). V nékterém vzdélen&j§im bod€ tomu jiZ tak
byt nemusi. Napf. na obr. 9.2 a) a 9.2 b) je f(x1) < f(xo), aviak bod x; vidy lezi
mimo dostate¢n& malé okoli &(xg). Podobné ma-li funkce f v bod€ x¢ lokalni maximum

znamena to, %e v jistém okoli bodu xo neni vét§i hodnota neZ f(xop).

Obrizek 9.2 d) ukazuje, Ze funkce miZe mit vice lokalnich extrémii —kromé lokalniho
maxima v bod& x¢ md jesté lokalni minimum v bod€ x; a lokdlni maximum v bod€ x;.
Dalsim piikladem miiZe byt funkce f: y = sinx, x € R, kterd mé dokonce nekone¢né
mnoho bodit lokalniho maxima (,,vrcholki*) a nekone¢né mnoho bodit lokalniho minima
(,,doliki‘).

Na obrizcich 9.2 a), 9.2 b), 9.2 d) jsou v bodé€ xq ostré lokalni extrémy. Naproti tomu
na obr. 9.2 c) je v bodé x lokdlni minimum, které nenf ostré (v dostate¢n€ malém okoli
jsou viechny hodnoty stejné, protoZe funkce je zde konstantni). V tomto bod€ je dokonce
soucasn® i lokdlni maximum (ve vyznaeném okoli &(xg) totiZ plati f(x) = f(xo))-
V bod& x; téhoZ obrizku je lokalni minimum, které neni ostré (vlevo od x; jsou vzdy
stejné funkéni hodnoty). Lokalni maximum to jiZ pochopitelné neni. Samoziejmé, Ze




9.2 Lokdlni extrémy

kazdé ostré lokdlni maximum je zdrovef i lokdlnim maximem a ostré lokdln{ minimum
1 lokdlnim minimem. Opak ov§em neplati.

Nasim tikolem bude najit body, v nichZ m4 zadan4 funkce lok4ln{ extrémy. Uvédomme
81, Ze z definice 9.6 vyplyvd, Ze pokud je definiénfm oborem uvaZované funkce interval,
nemiiZe jit o krajni body tohoto intervalu. Divodem je skutetnost, Ze funkce neni defino-
véna na celém okoli krajnich bodd tohoto intervalu. Postup hledé4n{f lokélnich extrémi se
vétSinou sklada ze dvou krokii:

1. Vytipujeme ,,podezielé“ body (tj. body, v nichZ by mohl byt lokaln{ extrém; v jinych
bodech extrém byt nemize).

2. Rozhodneme, ve kterém ,,podezfelém* bodé je extrém a ve kterém neni extrém.

Zamysleme se nad tim, které body mohou byt ,,podezielé“. Podle véty 9.1 vime, Ze

md-li funkce f na celém intervalu (a, b) nenulovou derivaci, pak je na intervalu (a, b)

rostouci nebo klesajici a v Zddném bodg takového intervalu nemiZe byt extrém. Pokud

tedy derivace existuje, pfichzeji v dvahu pouze body, v nichZ je f’(x) = 0. Tyto body
' hrajf dale kli¢ovou roli, proto pro né zavadime speciélni nézev.

Definice 9.7. Bod xo € D(f), ve kierém plati, %e f'(xo) = 0, se nazyva staciondmi
bod.

Priklad 9.8. Najdéte staciondrni body funkci a) f:y = x2, b) g:y=x3
Resent,
a) D(f) =R, f'(x) = 2x, D(f’) = R. Stacionarni body:

ffx)=0 & 2x=0 < x=0.

Tedy jedinym stacion4rnim bodem je bod x9 = 0 — viz obr. 9.3 a).
b) D(g) =R, g'(x) = 3x2, D(f') = R. Stacion4rn{ body:

ff@)=0 & 3?=0 & x=0.
Tedy jedinym staciondrnim bodem jebod xg = 0 — viz obr. 9.3 b). : A

Nynf jiz vime, Ze mezi ,,podezielé body* patff body staciondrni (tedy body, v nichZ
PIvni derivace existuje a je nulové). To je pfipad funkci zndzornénych na obr. 9.2 a) a
9.2 d). Podivame-li se naobr. 9.2 b), vidime, Ze v bod€ xg, v ném¥ nastdva lokalni extrém,
derivace neexistuje (graf nemé v bod& xo te¢nu). Tedy dalSimi ,,podezielymi body* jsou
body, v nichy prvni derivace neexistuje. Celkove dostavame nasledujici vétu:

’W‘}lﬂ 99, ﬁecﬁﬁmkce J mdv bodé xq lokdlni extrém. Pak bud plati f’ (xo):O, anebo
f (x0) neexistuje.
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Poznamka 9.10. Véta 9.9 udava tzv. nutnou podminku existence lokalniho extrému.
Rikd4, e pokud m4 funkce v bod& lokéln{ extrém, pak nemiZe nastat jind situace neZ Ze
se derivace v tomto bodé€ bud rovna nule, anebo viibec neexistuje. Tedy pokud v daném
bod& derivace existuje a nerovnd se nule, nemiZe zde byt Jokélni extrém. Tato véta
ovSem neddva nivod, za jakych podminek lze lokalni extrém najit. Tyto podminky budou
obsaZeny ve dvou ndsledujicich vété%h, tzv. postalujicich podmz’nkdgh existence lokilniho

extrému.uaaisp! 47

V piikladé 9.8 jsme nasli staciondrni body funkci f a g. Z graft téchto funkci (viz
obr. 9.3) vidime, Ze funkce f mé v bodé xp = 0 lokalni extrém (minimum) a funkce g
v bod& xo = 0 nem4 lokdln{ extrém. Funkce f v levém okoli nuly kles4 a v pravém okoli
nuly roste, funkce g v levém i pravém okoli nuly roste. K tomu, aby nastal extrém, tedy
ziejmé sta¢i, aby se funkce pfi pfechodu pfes dany bod zménila ,,z rostouci na klesajici®
nebo naopak. Pfesny vysledek (tj. jak rozhodneme o ,,podezielych bodech®) je obsaZen
v nasledujici vété.

Véta 9.11. Necht funkce f je spojitd v bodé xo a md derivaci v néjakém prstencovém
okoli P (xp) bodu xg. Je-li
i) f'(x) < 0 pro kaZdé x € P (xp) a f'(x) > 0 pro kaidé x € P (xg), pak md
funkce f v bodé xq ostré lokdlni minimum.
ii) f'(x) > 0 pro kazdé x € P (xp) a f'(x) < O pro kazdé x € P+ (xo), pak md
funkce f v bodé xg ostré lokdlni maximum.

Pfedpoklad spojitosti v bod€ xq je zejména splnén, je-1i v xg stacionérni bod.

Struéné feceno:

Meéni-li /' znaménko pfi pfechodu pfes xg, je v bod€ xg lokalni extrém.
Neméni-li f’ znaménko pfi pfechodu pfes xo, neni v bod€ xo lokalni extrém.
Je-li zména —+, jde o minimum (klesé-roste, tj. /).

Je-li zména +—, jde o maximum (roste-klesa, tj. ,/"\)).
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L Shriime si naSe dosavadn{ poznatky do jakéhosi navodu, jak postupovat pfi hleddni

| lokdlnich extrémii a maximalnich intervalé ryz{ monotonie funkce f:

1. Uréime D(f).

2. Vypoéteme f’ a D(f").

3. UrCime intervaly, na nichZ je f’ kladn4, resp. zdporna (pfedpoklidédme pfitom, e
D(f’) lze vyjadfit jako sjednoceni disjunktnich intervald J; a e f’ je spojita na
kazdém z t&chto intervald):

a) UrCime nulové body f”, tj. fedime rovnici f/(x) = 0.
b) Kazdy interval J; rozd&lime nulovymi body f’ na disjunktn{ intervaly.
c¢) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod a uréime znaménko f’ v tomto bodg.

4. Uréime intervaly monotonie funkce f (s vyuZitim véty 9.1) a lokéln{ extrémy (v bod&
x0 € D(f), kde se méni charakter funkce ,,z rostouci na klesajici“, nastava ostré lok4lni
maximum a v bodg, kde se m&ni charakter funkce ,,z klesajici na rostouci®, nastiva
ostré lokalni minimum).

Poznamenejme, Ze intervaly, na nichZ je £/ kladna, resp. zdpornd miiZeme urdit i jinak,
neZ je uvedeno v bodé 3), a to vyfeSenim nerovnic f/(x) > 0a f/(x) < 0.

Piiklad 9.12. Najdéte lokdln{ extrémy a maximé4ln{ intervaly ryzi monotonie funkce
fiy=12x> — 15x* — 40x3 + 60.
Resent.
1. D(f) =R.
2. Vypocteme f’ a D(f):
f'(x) = 60x* — 60x> — 120x2,  D(f") =R.
3. Ur¢ime intervaly, na nich¥ je f’ kladnd, resp. zaporna:
a) Nulové body f':
ffx)=0 <« 60x*—60x3 —120x2 = 0.

Jednd se o algebraickou rovnici &tvrtého stupné€, kterd mé &tyfi kofeny (obecng
komplexni, po&itano s ndsobnosti). Oviem pfi FeSenf tEchto piikladd hleddme pouze
redlna feSeni, nebot’ chceme najit staciondrni body, tedy body z definiéniho oboru
funkce f” (a ten je pro kaZdou funkci podmnoZzinou R).

Rovnici upravime na tvar:

60x?(x2—x—2)=0 < 60x2=0 nebo x*—x—_2=0.

VyfeSenim rovnice 60x2 = 0 dostaneme dvojndsobny kofen x1,2 = 0 a vyfeSenim
rovnice x> — x — 2 = 0 obdrZime dalsf dva koteny

I1+/14+8 143 2,
X3,4=— 2 = 2 = 1

Viechny kofeny jsou realné. Staciondrnf body tudf jsou X12=0,x3=2ax;=—1.

92 Lﬁa’lm’ extrémy_ 25_1
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b) D(f’) rozd&lime nulovymi body f’ na disjunkini intervaly:
(—‘OO, —1)3 (_130)3 (0, 2), (2, OO).

¢) V kazdém z ,diléich® intervalli zvolime jeden bod a v ném ur¢ime znaménko
funkce f’. Body zvolime napf. takto: —2, -—%, 1, 3. Pak

f(=2) =960 > 0, f’(—%) = —245 <0, f'(1)=-120 <0, f'(3) = 2160 > 0.
Tedy dle Cauchyovy-Bolzanovy véty je f ’ na intervalech (—1, 0) a (0, 2) zdpornd ana
intervalech (—oo, —1) a (2, co) kladna.

4. Intervaly monotonie a lokalni extrémy.
Dle vé&ty 9.1 je funkce f na intervalu (—oo, —1) rostouci, na intervalech (—1,0) a
(0, 2) klesajici a na intervalu (2, oo) opét rostouci. Funkce f mé tedy v bod& x4 = —1
ostré lokalni maximum a v bodé x3 = 2 ostré lokdlni minimum. V bod€ x12 = 0
lok4lnf extrém nemd. Vypodteme funk&nf hodnoty v bodech lokélnich extrémi. Vyjde
f(=1) =73, f(2) = —116.
Znaménka derivace a monotonii na piisluSnych intervalech miZeme zakreslit nad ¢i-

selnou osu
7 ~ ~ A
7 P T I R
E -1 0 2
max min
nebo zapsat do tabulky:
[ | o .
| (=00, —1) ‘ — Il ‘ (-1,0) | 00,2 | 2 | (2, 00)

RN RO

f ‘ N lok. max. \y | N\ | lok.min. |

L= | | |
5. Z&vér: Funkce f je rostouci intervalech (—oo, —1), (2, 00) a klesajici na intervalu
(=1, 2) (vzhledem ke spojitosti v bodé 0 jsme intervaly mohli sjednotit). Funkce f
m4 tedy v bod& x4 = —1 ostré lokélni maximum a v bod& x3 = 2 ostré lokalni
minimum. A

@ Piiklad 9.13. Najdéte lokélni extrémy a maximdln{ intervaly ryzi monotonie funkce

. fry= xe ™.
ReSeni.

1. D(f) =R.

2. Vypodteme f'a D(f’):

flx) = (x)’e"x2—|—x (e""Z)’ = 1e_"2+xe_x2(——2x) = e‘x2—2x2e_"2, D(fH=R.
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3. UrCime intervaly, na nichZ je f’ kladn4, resp. zdporn4.
a) Najdeme nulové body f':

=0 & e -2%% =0 o e l-uH=0 &
6 1-22=0 & P=. o x,=4
J— = e 1’2 = —_ex
2 V2
(*): Vyraz e je vidy kladny, miZeme tedy celou rovnici timto vyrazem vydélit.
b) D(f’) rozdé€lime nulovymi body na disjunktni intervaly

(=00, —1/v2), (=1/v2,1/¥2), (1/+/2, ).

¢) V kazdém intervalu zvolime jeden bod, v némz uréime znaménko funkce fh
4 1 !/ ’ 1
f(—1)=—g<0, 0 =1>0, f(1)=_€<0.

Tedy dle Cauchyovy-Bolzanovy véty je f' kladnd na (—1/+/2,1/+/2) a zdporn4 na
(—c0,—1/4/2) ana (1/4/2, 00).
4. Intervaly monotonie a lokalni extrémy.
Funkce je na (—oo, —1/+/2) Klesajict, na (—1/+/2, 1/4/2) rostouci a na (1/4/2, )
opét klesajici. Podle véty 9.11 ma tedy funkce f v bod& x; = —1 / V2 ostré lok4lni
minimum (zména charakteru funkce z klesajici na rostouci) a v bod& x5 = 1 / V2 ostré
lokalni maximum (zména charakteru funkce z rostouci na klesajici). Vypod&teme jeits
funk<ni hodnoty v bodech lokélnich extrémii:
1 I (£ 1 1 1
f(iﬁ) =iﬁe ( Jf) =:I:Ee 2 =iE.
Znaménka derivace a monotonii na p¥isluinych intervalech miiZeme zakreslit nad &i-
selnou osu

~ A ~

Y 1/2

min max

r

nebo zapsat do tabulky:

(o0 <1/¥3) | N3 | (-1/¥21/VE) | 1VE | (1/vEw)

f! - 0 + 0 -

S N\ | lok. min. Y lok. max. o

3. Zavér: Funkce je klesajicf na intervalech (=00, —1/+/2) a {1/+/2, 00) a rostouct na
intervalu (—1/+4/2, 1 /~/2).V bod& x; = —1/+/2 je ostré lokélni minimum a v bod¥
X =1 / /2 ostré lokalnf maximum.

A

B8
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@ Piiklad 9.14. Najdste lokdlni extrémy a maximdln{ intervaly ryzi monotonie funkce

2

] X
fry= I

Reseni.

1. Nejprve uréime defini¢ni obor funkce f. JelikoZ logaritmicka funkce je definovana
pouze naintervalu (0, o), musibytx > 0. Déle musi byt jmenovatel zZlomku nenulovy,
tj. Inx # 0, tudiZ x # 1. Celkem je proto D(f) = (0, 1) U (1, c0).

2. Vypotteme derivaci funkce f a jeji defini¢ni obor:

2x-Inx—x2-L 2xlnx—x x-Q@hhx-1)
E =mm——= . D(f)Y=D(.

In? x o In“x In? x

flx) =

3. Ur¢fme intervaly, na nichZ je f” kladn4, resp. zdporn4.
a) Najdeme nulové body f”:
x-(2lnx —1)
In? x

o 1 3
@ﬁ 2Inx —-1=0 & lnx=§ & x=e?.

4

) =0 & =0 & x-Qlx-1=0%

(»): ProtoZe je x # 0, miZeme jim celou rovnici vydélit.

1
Dostali jsme jeden nulovy bod xp = e = \/e.
b) KaZdy z intervalli tvoficich D(f’) rozd€lime nulovymi body na disjunktn{ intervaly

©,1), (1,4e), (Ve 00).

¢) V kazdém z t&chto intervald zvolime jeden bod a uréime znaménko f’ ve zvolenych
bodech. Napf. v intervalu (0, 1) zvolime bod %, v intervalu (l, \/E) zvolime bod

{/e av intervalu (4/e, 00) bod e.

1 lemi-1) 1(=2-1 3

©, 1) r'(5)= TR L
(8« pie) =S R D SR

(lnez)2 (Z)

1. i 1
= 216 = —8e” <0,
T6
, elne—1) e2-1)

(Ve, 00) : fie)=- (ne)? = =e> 0.

s
§ %
L4
- LA A
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Tedy dle Cauchyovy-Bolzanovy vety je prvni derivace na intervalu (0, 1) zapornd, na

intervalu (1, \/e) rovn&% zdpornd a na intervalu (Ve, 00) kladna.
4. Intervaly monotonie a lokaln{ extrémy.

Dle véty 9.1 je funkce f naintervalu (0, 1) klesajici, na intervalu (1, /&) také klesajici

a na intervalu (,/e, o) rostouct. V bod& /& nastdva lokdln{ minimum.

Znaménka derivace a monotonii na pfislusnych intervalech miiZeme zakreslit nad &-

selnou osu
Ao > g
=0 (1) Ve

min

nebo zapsat do tabulky:

| (0, 1) | (1, /&) | Je T(Jé—,oo

_f’— —~ 0_‘+
o [

’ o\ \ lok. min.| /S

I

5. Zaver: Funkce f je klesajici na intervalech (0, 1) a (1, /&) a rostouci na (Ve, 0o

V bod€ /e nastéva ostré lokdlni minimum.
Priklad 9.15. Najdgte lok4lnf extrémy a maximAlni intervaly ryzi monotonie funkce
foy=1x—2sinx, x € (0,2n).

ReSeni.
1. Definiéni obor je zadan, tj. D(f) = (0,27).
2. Prvnf derivace a jejf defini¢ni obor:

fl(x) =1-2cosx, D(f) = D(f) = (0, 2m).

3. Urtime intervaly, na nich? je £’ kladn4, resp. zaporna.

a) Najdeme nulové body f”, tj. fesime rovnici f/(x) = 0.
Snt
3

1
fl)=0 < cosx:z,xe(O,Zn) & x==Vx=

w| g

.b) D(f) rozdélime nulovymi body f’ na disjunktni intervaly:

05 GF): (G

).

A

€) Vybereme z kazdého intervalu jeden bod a uréim znaménko f’. Vysledek je shrnut

Vv nésledujici tabulce.
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Odlogaritmovénim (vyuZivime skutecnost, Ze * je rostouci funkce) dostaneme:

~1 1 1
- < e P —<—-—&x>e
X X €

Tedy f’ je kladn4 na intervalu (e, 00).
ii) Uréime intervaly, kde je f'(x) < O:

1 1
fla)<0e —— - (1n— + 1) <0.
x x
Obdobné jako v pfedchozim bodg, vyraz ——xiz je zdporny, takZe vyraz v zdvorce musf byt
kladny, aby byl vysledny soucin zdporny. Tedy
1

1 1 1 1
q In-+1>0& Inh—->-1<h->heles —>_axc<e.
x X X X e

Vzhledem k tomu, Ze definiénim oborem funkce f jsou pouze kladnd redlnd &isla, je f’
zépornd na intervalu (0, €).

4. Intervaly monotonie a lokdlni extrémy.
Zjistili jsme, Ze funkce na intervalu (0, e) kles4 a na intervalu (e, 0o) roste, tedy diky spojitosti
md v bod€ xo = e ostré lokdln{ minimum. Znaménka derivace a monotonii na piisluinych
intervalech vyznacime nad &iselnou osu

N T
f S — : =
0 e
min
nebo zapi§eme do tabulky:
| ©, ¢ e (e, 00)

! — 0 +

’7 N lok. min.. A

5. Zavér: Funkce f je klesajici na intervalu (0, ) a rostouci na {e, 00). V bodé€ e nastdv4 ostré
lokalni minimum. A

Pokuste se vyfesit pfedchozi piiklad i uZitim Cauchyovy-Bolzanovy véty. Tim, e budete mit
pfed sebou dva zplisoby feSenf jedné lohy, uvidite vyhody i nevyhody obou moZnosti a miiZete
se rozhodnout, ktery postup je pro vés piijateln&jsi, a budete jej ddle vyuZivat k fesent podobnych )
tloh, s

Na zavér si ukdZeme jiny zplsob, jak rozhodnout, zda m4 dan4 funkce ve stacionar-
nim bodg Jokaln{ extrém. Jednd se opét o tzv. postacujici podminku existence lokalniho
extrému, podobné jak tomu bylo u v&ty 9.11. Geometricky vyznam nésledujiciho tvrzeni
bude zfejmy z dalif &4sti textu (oddil 9.3).

L4 | Véta 9.17. Necht _f’ (x0) = 0 a existuje f"(xq). Je-li:

1) f"(x0) < 0, pak md funkce f v bodé xo ostré lokdint maximum.
_ll_)_f "_(xo) > 0, pak md funkce f v bodé xq ostré lokdlni minimum.
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Vyhodou postupu zaloZeného na predchoz{ v&t8 je, Ze nemusime urcovat intervaly
monotonie funkce f. Nevyhodou je, Ze funkce f musi mit ve staciondrnich bodech
druhou derivaci.

Priklad 9.18. Najdéte lokélni extrémy funkce fry=2x%~— 3x% — 12x.

Reseni. Jedn4 se o polynom, definiéni obor funkce i v3ech derivaci je tedy R.
Uréfme prvni derivaci : f/(x) = 6x? — 6x — 12.
Stacionarni body:

Fla)=0 & 6x2—6x—12=0 & 2—x—2=0 & x1=—1, x2=2.

Vypocteme drubou derivaci: f(x) =12x — 6.

Dosadime stacionarni body: "~ =-18<0, f"2) =18>0.

V bodg x; = —1 je tedy ostré lokdlni maximum, v bodé x; = 2 je ostré lokdlni minimum.
A

we M

Viéta 9.17 nefesi pripad, kdy je f”(xo) = 0. Jak postupovat v takovém piipadég, se
dozvime z véty nasledujici.

Véta 9.19. Necht f'(ro) = f"(x0) = - = f®~D(x0) = 0 a necht’ f®(xo) # 0 pro|
‘néjaké neN, n=2 Jeli |

i) n liché, pak funkce f nemd v bodé xq lokdlni extrém.
|

ii) nsudéa f ™ (x0) > 0, pak funkce f mdv bodé xy ostré lokdini minimum.
iii) n sudé a f ™ (xg) < 0, pak funkce f md v bodé xg ostré lokdlni maximum.

Piiklad 9.20. Najdéte lokalni extrémy funkce f, je-li:
a) f:y=x% b) f:y=x, c)f:y=12x5—15x4—40x3+60.

Regeni. Ve vech tfech pfipadech se jedné o polynomy, defini¢ni obory viech ti{ funkei i
viech jejich derivaci jsou rovay R.

a) Urdime prvni derivaci : f(x) = 4x3.
Stacionarni bod: xp = 0.

Vypodteme druhou derivaci a dosadime bod xo: f”(x) = 12x2, f"(0) = 0.
Vypoéteme tietf derivaci a dosadime bod xo: £ (x) = 24x, f(0) = 0.
Vypodteme &tvrtou derivaci a dosadime bod xo: f @ (x) = 24, fP(©0) =24 > 0.
Dle pfedchozi véty mé funkce f v bod€ xo = 0 ostré lokdlni minimum.

b) Uréime prvni derivaci : flx) = 5x4.
Staciondrni bod: xo = 0.
Vypotteme druhou derivaci a dosadime bod xo: f "(x) = 20x3, f7(0) = 0.
Vypotteme tieti derivaci a dosadime bod xo: f "(x) = 60x2, f(0) = 0.
Vypotteme &tvrtou derivaci a dosadime bod xo: f @ (x) = 120x, f@(©0) = 0.
Vypodteme pétou derivaci: £ (x) = 120, f ©)(0) #£ 0.
Dle pfedchozi véty nemd funkce f v bod€ xo = 0 lokalni extrém.
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¢) Lokéln{ extrémy zadané funkce jsme jiZ vySetfovali v pfiklad€ 9.12 vyuZitim véty 9.11.

Nyni k vypo&tu pouZijeme vétu 9.19.

Uréime prvn{ derivaci : f(x) = 60x* — 60x3 — 120x2.

Nalezneme stacionarni body: xi=-1,xx=0ax3=2.

Vypocteme drihou derivaci: f”(x) = 240x3 — 180x2 — 240x.

Dosadime staciondrni body:

f"(=1) = —180 < 0. Funkce f m4 v bod& x; = —1 ostré lokdln{ maximum.
f"(2) =720 > 0. Funkce f m4 v bod& x3 = 2 ostré lok&lnf minimum.
£"(0) = 0. Vypotteme tfeti derivaci: f(x) = 720x2 — 360x — 240

SF"(0) = —240 # 0. Funkce f nem4 v x, = 0 lokaln{ extrém. A

Piiklad 9.21. Najdéte lokdln{i extrémy funkce f dané pfedpisem
fx) = x3e.
Resent. Vypocteme prvni derivaci:
£ =3x% + 3% 2x = %23 + 2x9).

Staciondrni bod je x¢ = 0.
Vypocteme druhou derivaci:

F1x) = @ 2x x4 67 2003 + 26 + 4x%e” = xe¥ (dx + 1422 4 6).

Dosadime bod xo = 0: f”(0) = 0.
Vypocteme tfeti derivaci:

F7x) = (@ 4+ xe* - 20)(4x* + 14x% + 6) + xe* (16x° + 28x) =
=" ((1 + 262 (dx* + 14x2 + 6) + x (1623 + 28x)) -
= e (8x5 + 48x* + 54x2 + 6).

Dosadime bod xo = 0: f”(0) = 6. Protoze je f”(0) # 0, funkce f v nem4 v bodg 0
lokdln{ extrém. ProtoZe #4dné jiné body podez¥elé z lokilnich extrémi neméame, funkce

L v

nema Zzadny lokalni extrém. 4

Uvédomte si, Ze lok4lnf extrémy funkce mohou nastat jednak ve staciondrnich bodech,
Jednak v bodech, kde derivace neexistuje. Postupem, ktery jsme uvedli na stran& 251, ur-
Cime viechny lokdln{ extrémy. Postup zaloZeny na v&t& 9.19 slouf k ov&fen{ lokélnich
E€xtrémii pouze ve stacionarnich bodech. Ne¥ik4 nic o bodech, v nichZ derivace neexistuje.
Je proto vhodny pouze u funkci, které maji derivace na celém definiénfm oboru, a navic
Pokud nedostaneme derivovanim sloZitou funkci. Jak jsme vidéli na pfedchozieh piikla-
dech, pouitf véty 9.19 bylo vyhodné v pfipad& polynomd, v piipads funkce fx) = x3e’
by bylo vzhledem k sloZit€j8im derivacim rychleji pouZiti postupu uvedeného na strané
251, Zkuste si pfiklad spogitat ob&ma zpiisoby.

259
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V. 42, ¢.

Globdlni extrémy

Definice 10.1. Necht M C D(f) axp € M. I
Rekneme, Ze funkce f nabyvd na mnoziné M globdiniho maxima v bodé xy, jestlize pro

viechna x € M plati f(x) < f(x0).

Rekneme, Ze funkce f nabyvd na mnoZiné M globdiniho minimav bodé xo, jestliZe pro

viechna x € M plati f(x) = f(xp).

Nabyva-li funkce f na mnoZiné€ M globalniho maxima nebo minima v bod€ x, fikéme,

¥e funkce f nabyvd na mnoZiné M globdlniho extrémil v bodé xg.

Misto globélni extrém se nékdy pouZiva ndzev absolutni extrém.

Poznamka 10.2.

1. Pfedchozi definice fik4, Ze funkce f nabyvéa na mnoZin€ M globdlniho maxima v bo-
dé xo, jestlize f(xo) = max{f(x), x € M}, a funkce f nabyvd na mnoZiné M global-
nfho minima v bodg& xy, jestlize f(x¢) = min{ f(x),x € M}.

2. Globalni maximum, resp. minimum, funkce f na M miiZe, ale nemusi existovat.

Uvedme si tfi pfiklady:

1) Funkce f(x) = x> m4 na mnoZin& M = (—1, 1) globlni maximum v bod& x = 1
a globélni minimum v bodé x = —1.

ii) Funkce f(x) = x? mé na mnoZzin&é M = (0, 1) globdlni minimum v bod& x = 0.
Globalni maximum neexistuje, nebot’ neexistuje maximalni prvek mnoziny funk¢-
nich hodnot této funkce na zadané mnoziné.

iii) Funkce f(x) = % ma na mnoZiné M = (2, co) globdlni maximum vbodé x =2 a
globalni minimum neexistuje.

3. Funkce miZe na mnoZin& M nabyvat glob4lniho maxima, resp. minima, ve vice bodech

— funké&ni hodnota v t&chto bodech musi byt stejna. Napf. funkce f(x) = sin x nabyvé

na mnoZing M = (0, 4x) globilniho maxima v bodechx = Jax = 523 a globélniho
minima v bodech x = 37“ ax = 77“

4. Rozdil mezi lokédlnim a globdlnim extrémem je podstatny. Zatimco u lokalniho extrému
musi piisluina nerovnost platit jen v né€jakém okoli bodu x¢, u globalniho extrému musi
byt spInéna na celé uvaZované mnoZing.

Pfi hled4ni globalnich extrémi se nejprve omezime na pfipad, kdy bude funkce f spojitd a
mnoZina M bude uzavreny a ohraniceny interval. V takovém pfipad¢ budeme mit existenci
globdlnich extrémi zajisténu.

‘Véta 10.3 (Weierstrassova). Necht je funkce f spojitd na uzavieném ohraniceném in- |
tervalu {a, b), a, b € R. Pak funkce f nabyvd na (a, b) globdlniho maxima i globdlniho
minima.

Je-li tedy interval uzav¥eny a ohranieny a funkce f spojitd, pak globdlni extrémy
urdité existuji. Podivejme se, v jakych bodech mohou byt. Je-li v bodé€ xg globélni extrém a
xo € (a, b), je v xp i lokalni extrém (je-li totiZ napf. f(x) 2 f(xo) pro viechna x € (a, b),
tim spi§ tato nerovnost plati na n&jakém okoli bodu xo) — viz obr. 10.1. Tedy globalni
extrém miiZe nastat
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i) bud’ v bod& lokdlniho extrému v intervalu (a, b),
ii) nebo v krajnim bodé x = «, resp. x = b.

Napiiklad na obr. 10.1 je nejmensi funk&ni hodnota (globdlni minimum) ve vnitfnim
bodé xgp, kde je soucasné€ lokdln{ minimum, avSak nejvétsi hodnota (globdlni maximum)
je v krajnim bodé€ b.

max -

min +

Obr. 10.1

Jsou-li splnény piedpoklady Weierstrassovy véty, pak vime, Ze globdlni extrémy exis-
tuji a jsou bud v bodech lokdlnich extrémd anebo v krajnich bodech daného intervalu.
Staci tedy jiz pouze porovnat funkéni hodnoty v ,,podezielych bodech®.

Postup hledédni globélnich extrémii spojité funkce f na uzavieném a ohrani¢eném
intervalu (a, b) lze tedy shrnout do té&chto t¥{ bodii:

1. V intervalu (a, b) najdeme body ,,podezielé z lokdlnich extrémi‘:

a) Body, v nichZ je derivace nulova (staciondrni body).
b) Body, v nichZ derivace neexistuje.

2. Vypocteme funkénf hodnoty ve viech bodech podezfelych z lokdlnich extrémi a v kraj-
nich bodech intervalu (a, b).

3. Vybereme bod, ve kterém ma funkce f nejvétsi, resp. nejmensi, funk&éni hodnotu.
V tomto bod& nabyva funkce f globdlniho maxima, resp. globalniho minima.

Pozniamka 10.4. Mame-li diky tvrzeni Weierstrassovy véty zaruenu existenci glob4l-
nich extrémii, nemusime ov&fovat, zda v bodech ,,podezielych* z existence lokélntho
extrému tento extrém skute¢né€ nastava. JestliZze vezmeme v tivahu néjaky stacionarni bod,
ve kterém funkce nemd lokalni extrém, nic se nedé€je. Tento bod nemiZe byt ani bodem
globalnfho extrému. Zjisti se to pfi porovndvén{ funkénich hodnot v jednotlivych pode-
zielych bodech. Pokud naopak globilni extrém nastdvé ve vice bodech, vyse uvedenym
zplsobem je najdeme vSechny.

B8
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B Globdlni extrémy

@ Priklad 10.5. Najdite globdlni extrémy funkce f: y = x* — 8x* + 4 na mnoZiné M =
= (1, 3).
Resent. Funkce f je spojitd, interval (1, 3) je uzavieny a ohraniceny, tudiz dle Weier-
strassovy véty existuje jak globalni minimum, tak globélni maximum. Lze tedy pouZit
zminény postup.

1. V intervalu (1, 3) najdeme body ,,podezielé“ z lokdlnich extrémd. K tomu budeme
potebovat derivaci: f'(x) = 4x3 — 16x.

a) Uréime staciondrn{ body:

) =0 & 4x°—16x=0 <& 4x(x*-4)=0.

Jeden kofen je x; = 0. Dal{ kofeny dostaneme z rovnice x2—4 = 0,tedyxp 3 = £2.
Nasli jsme tfi staciondrni body x; = 0, xp = 2, x3 = —2. Vintervalu (1, 3) leZi
pouze xp = 2.

b) Z&dny dal¥i bod nepfipada v Gvahu, nebot’ derivace existuje v kazdém bod€ mno-
Ziny M.

2. Vypotteme funkéni hodnoty v podezfelych bodech a v krajnich bodech intervalu (1, 3).

F) =24-82244=-12, f(1) = 1*-8.12+4 = =3, f(3)=3"-8:3"+4=13.

y y=f(x)ll
]

K8 ]
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' 3. Vybereme nejvétsi a nejmensi z hodnot f(2) = —12, f(1) = —3, f£(3) = 13. Dosti-
vame, Ze funkce f nabyvéd na mnoZin€ M globalniho minima v bod& xo = 2, f(2) =
= —12 a globélniho maxima v bodé b = 3, f(3) = 13. Pro ilustraci uvadime graf
funkce f — viz obr. 10.2. A

Piiklad 10.6. Najdéte globdln{ extrémy funkce f na intervalu (—1, 2): @

fry=1-=3(2+2x)4
Regeni. Funkce f je spojitd, interval {(—1, 2) je uzavfeny a ohranileny, proto miiZeme
opét vyuZit Weierstrassovu vétu.,

1. V intervalu (-1, 2) najdeme body ,,podezielé” z lokdlnich extrémi. Pfedpis pro
funkci f upravime do tvaru f(x) =1 — (x2 + 2x)4/ >a zderivujeme:

4 _1 8 x+1
) =——- (2 +2x) - 2x+2)=—=
f () 5 ) ) 5 Vo
a) Nalezneme staciondrni body:
8 x+1
=0 & — =0 & x=-1.
e S Vi :

Staciondrnim bodem funkce f je tedy bod xo = —1, ale —1 ¢ (—1, 2), tudi? jej
nebudeme pocitat mezi podezielé body.

b) Dale ur¢ime body, v nichZ derivace neexistuje, tj. body, v nichZ je jmenovatel zlomku
roven nule: x; = 0, x2 = —2. Bod xp = -2 ¢ (—1, 2), dédle proto uvaZzujeme pouze
bod x; = 0.

2. Ur¢ime funk&nf hodnoty v podezielych bodech a v krajnich bodech intervalu (—1, 2):

fO) =1, f(=D)=0, f=1-38=-43

3. Porovname funkéni hodnoty v podezfelych bodech: f(2) = 1 — V8t = —4,3,
J(=1)=0, f(0) = 1. Funkce f tedy nabyvd na intervalu (—1, 2) globdlniho ma-
xima v bodé x; = 0, f(0) = 1 a globdlntho minima v bod¢ b = 2, f(2) = 1 —
— /8% = —43. A

V nasledujicim pifkladé si ukdZeme, jak se dd pfi hledani globdlnich extrémi postupo-
vat v piipad€, Ze nejsou splnény pfedpoklady Weierstrassovy véty, tedy nemame zarudenu
existenci globélnich extrémt. Musime proto vyuZit jinych vlastnosti, napf. monotonie,
abychom mohli rozhodnout, ve kterych bodech globaln{ extrémy existujf, pifpadn& pro&
dana funkce néktery z globélnich extrémi nema.

Priklad 10.7. Zjistéte, zda existuji globalni extrémy funkei f, g na zadanych mrnoZinach. @
Pokud existuji, naleznéte je:

a)f: y=arCtgx7 M] = (—1, 1)’ b)g Yy = _x+sgnx’ M2= <_19 1)'

[y
b
- ! Ll




V soudasné dobé hraje v praxi velice diileZitou roli optimalizace. Hleddme ,nejlepsi
nebo ,,nejhorsi* feSeni néjakého problému. Nase tiloha o globalnim maximu nebo minimu
je prave alohou takového typu (ovSem velice specidlni a jednoduchou) — viz nésledujici
priklady.

Priklad 10.8. MuzZ v lodce je vzdilen 12 km od pobfeZzi (majiciho tvar pfimky). Chce se
co nejrychleji dostat do mista na pobfeZi, které je od né&j vzdidleno 20 km. Rozhodnéte,
kde se ma vylodit, vite-li, Ze dokaZe veslovat rychlosti 6 km/h a po bfehu se pohybovat
rychlosti 10 km/h.

Reseni. Nacrtneme si danou situaci:

Vo = 16
pobieZi x 16 — x
plY /cC B
A lodka
12 20 B cilové misto
C misto vylodéni
A

Cilem tlohy je zjistit, v kterém misté na pobfeZi je vhodné se vylodit, chceme-li se co
nejrychleji dostat z mista A na mofi do cflového mista B na pobieZi. Celkovy &as, ktery
ndm zabere piesun z bodu A do B, si ozna®me ¢. Pfitom &as veslovéani oznaéme 1, a &as
pohybu po sousi 1. Tedy

t=1t + 1.

Cas 1 spocteme jako podil vzdalenosti bodti A, C a rychlosti veslovani. Bod C necht
oznacuje misto vylodéni. Pak

|AC|
Hh =
= 6

Obdobné ¢as 1, je podil vzdalenosti bodi C, B a rychlosti pohybu po sousi. Tj.

|CB|
I = .
= 10

Nyni je tfeba vyjadfit velikosti |AC| a |C B|. Necht'bod D oznacuje patu kolmice vedené
z bodu A na pobieZi. Trojiihelnik AD B je pravothly, pomoci Pythagorovy véty vypod-
teme, Ze |DB| = 16. OznaCime-li si velikost isec¢ky C D pismenem x, viz naCrtek, pak
|ICB| =16 — x.

Koneéné aplikaci Pythagorovy véty na trojihelnik AC D dostaneme

|AC| = /144 + x2,

Dosazenim do vztahu pro ¢as mame

|AC| N ICB| 144 4 x? N 16 —x
6 10 6 10 °

t(x)y=n+1t=




‘%}'
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Globdlni extréniy

Nalezli jsme funkei ¢ (x) prom&nné x, jejiZ globélni minimum budeme nynf hledat. Pfitom
neznamd x miiZe nabyvat hodnot z intervalu M = (0, 16).

Matematick4 formulace iilohy: Najd&te globdlni minimum funkce

\r144+x2_+ 16 — x
6 10

1(x) =

na mnoziné M = (0, 16).

Vidime, e funkce t je spojitd, interval M je uzavieny a ohrani¢eny, podle Weierstras-
sovy véty tedy globdlni minimum bude existovat.
1. V intervalu (0, 16) najdeme body ,,podezielé* z lokédlniho extrému. K tomu potfebujeme

derivaci funkce :
X 1

6144 +x2  10°
a) Uréime body, v nichZ je derivace nulova:

t(x) =

, X 1
x)=0¢& —/———-—=0.
! 6+/144 +x2 10
Vyfesenfm této rovnice dostaneme jediny stacionarni bod x = 9.
b) Z4dné dal3i podezielé body neméame, protoZe derivace existuje na celém intervalu.

2. Vygetifme funkéni hodnoty v krajnich bodech intervalu a v bodech ,,podezielych”
z extrému, které se nachazeji uvnitf intervalu.

108 9 100
1% 99 =22, a6
10 =735 =3 1(16) = =5

3. Funkce ¢ nabyvéa na mnoZin€ M globdlniho minima v bod€ x = 9.

Mu? se dostane nejrychleji z mista A do mista B, pokud se vylodi ve vzdélenosti 9 km od
mista D, tj. 7 km od cflového mista B. A

P¥iklad 10.9. Urdete rozméry otevieného zahradniho bazénu se Ctvercovym dnem daného
objemu 32 m? tak, aby se na vyzdéni jeho dna a stén spotfebovalo co nejméné materialu.

Reseni. Bazén m4 tvar kvidru. Ozname pismenem a, a > 0, délku strany podstavy,
pismenem v, v > 0, vySku tohoto kvéddru. Objem V, V > 0, kvadru se ¢tvercovou
podstavou a a vySkou v se vypocte podie nésledujiciho vzorce:

1%
V=a2-v = v=—.
a

Oznacme obsah podstavy S; a obsah jedné stény Ss. Pak pro obsah podstavy plati
S1 = a? a pro obsah jedné stény plati S, =a-v=a- ;’2 = E .
Vyzdit se maji &tyfi stény a dno, tedy celkova plocha k vyzdéni se rovné

1%
S=S+4-S=a*+4-—.
a
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Matematickd formulace dlohy: Najdéte globalni minimum funkce S:
Vv
S(@)=a’+4-—
a

na intervalu (0, 0o) (proménnd a se uvaZuje pouze v tomto intervalu vzhledem k slovnimu
zadani tlohy — je to délka strany). Zde nemiiZeme vyuZit Weierstrassovu vétu, protoZe
dany interval nenf uzavieny ani ohrani¢eny. Tedy v této chvili nevime, zda funkce S viibec
néjaké globalni minimum bude mit. Budeme vySetfovat monotonii funkce S na intervalu
0, o0).

1. Vypocteme derivaci funkce S:

4v

S'(a)=2a——.
a

2. Uréime intervaly, na nichZ je S’ kladn4, resp. zaporna.

a) Uréime nulové body derivace:

4V
S@)=0% 2a—— =04 2a>=4V & ag=2V.
a
Po dosazeni hodnoty V = 32 m?>, dostavdme ag =4 m.
b) Rozdé€lime interval (0, co) bodem ag = 4 na dva disjunktni intervaly (0, 4), (4, o0).
c¢) Uréime znaménko S’ na t&€chto intervalech: Na intervalu (0, 4) je S’ zdporna a na
intervalu (4, oo) je §” kladna.

3. Monotonie: Funkce S je na (0, 4) klesajici a na (4, oo) rostouci. S ma tedy v bod€ ag
ostré lokalni minimum.

Vzhledem k vySetfené monotonii vidime, Ze bod lokdlntho minima musi byt zaroveii
bodem globalniho minima funkce S na intervalu (0, co) (v Zaddném jiném bodé nemiZe
byt funkéni hodnota niZ§1).

Zavér: Bazén bude spliiovat zadané podminky, bude-limitrozmérya =4 m,v=2m 4

Nyni pfistupme k feSen{ t{ pfikladd, jejichZ zadani jsme si uvedli v divodni kapitole
na stran¢ 3.

Pfiklad 10.10. Z bfevna kruhového priifezu s polomérem r = 20 cm mame vytesat trdm, @
ktery bude mit prifez ve tvaru obdélniku se stranami z a v (,,zdkladnou* a ,,vy¥kou*). Jak

méame volit z a v, aby trdm mél maximdalni nosnost, vime-li, Ze jeho nosnost je im&m4
prvni mocning z a druhé mocning v?

Reseni. Znazornime-li si schématicky do obrazku priifez bfevna jako kruh a prifez hle-
daného tramu jako obdélnik vepsany do daného kruhu — viz obr. 10.4, miZeme zadani
tilohy zformulovat takto:

- Jaké rozméry ma mit obdélnik vepsany do kruhu s polomérem 20 cm, mé-1i byt soucin
zdkladny z a druhé mocniny vy¥ky v maximalni?

B8l




